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������� ��� ���� ����� ��� ����� ���� pk(r2, . . . , rn) = 0� ����� ��� �������

���� pk(x2, . . . , xn) �� ��� ����������� ���� ��� ��� ������ �� ���� d−k� ���

������ �� ������� ��� (r2, . . . , rn) �� �� ���� (d− k)|S|n−2 �� ��� ���������

����������� ��� �� ��� ���� ����� ��� �� ���� (d− k)|S|n−1 n��������

��� ������ ����� ��� ��� ��������� n�������� ���� p(r1, r2, . . . , rn) = 0

��� pk(r2, . . . , rn) 6= 0� ���� �� ����� �� �������� r2 ������� rn ��� �� ����

��� �� �� ���� |S|n−1 ����� ��� �� r2, . . . , rn ��� ���� ���� pk(r2, . . . , rn) 6= 0�

���� r1 ���� �� � ���� �� ��� ���������� ����������q(x1) := p(x1, r2, . . . , rn)�

���� �� � ������� ���������� �� ������ k� ��� ����� �� ��� �� ���� k ������

��� ������ ����� ��������� ��� �� ���� k|S|n−1 n�������� ����� ����� d|S|n−1

����������� �������� ��� ��������� �����

Exercise 5.4. ������� ��������������� �����

����� � ����� ��� S �� �������� ������� ��� �������� �������� d ���

n� d � |S|� ��� � ���������� p(x1, x2, . . . , xn) �� ������ d ��� �����

��� ��������������� ������� �� ������ ���� ��� ��� ������ �� n�������

(r1, . . . , rn) 2 Sn ���� p(r1, . . . , rn) = 0 �� d|S|n−1�

Exercise 5.5. ���������� �����������

������� ���� � ���������� p(x1, . . . , xn, y) �� n + 1 ��������� �� �����

�� � ����� ��� ����� ����� �������� ������ ��� x1, . . . , xn ��� y� �������

��� ����� �� ��� ����������� ��� m �� ��� ������� ������ �� y ��

p ��� ����� p(x1, . . . , xn, y) =
Pm

i=0 y
i pi(x1, . . . , xn)� ����� �� �������

k ��� ������� r1, . . . , rn� ��� ��� �� ������� pk(r1, . . . , rn) ������

���� ��� ����� ����� ������ �� ���� ��� ������� �� ��� �����������

pi(x1, . . . , xn) �� �� ����� ���� ����� ������� ��� ��� �� ���� �������

pk(x1, . . . , xn) �� � ������� ����������� ��� ����������� ������ ����

���������� ������� ���� ��� ����������



���� ������� ��� ������� ��������� ��������� ���

5.3 Testing for Perfect Bipartite Matchings

�� ���� �� ���� ������� � ����� G ��� � ������� ��������� ���� � ������

��� �������� ��� ��������� � ������� �������� ��� �� �������� �� ����

O(m
p
n )� ��� ��� ����� ���������� ��� ������ ������������ ���� ��

������� ���� ������ ���������� ���������� ��� ������� ��� ��������� �� �

������� ��������� ����� ���������� ��� ��� ��������������� ������� ���

������� ������� � �������� ���������� ���������� �� ��� ���������� �����

�� ����� ��� ��� ���������� �� ����� �� ��� ����������� �� � ������� �������

�� ����� ���� ��� ��������� ����� ��� �� �������� � ��������� ����� G

���� ����� ������� {u1, u2, . . . , un} ��� {v1, v2, . . . , vn}� ��� Sn ������ ���

��� �� ��� ������������ �� {1, 2, . . . , n}� �� ���� ���� � ������� ��������

�� G� �� ��� ������� ����������� �� � ����������� π 2 Sn� �� ��� ��� ����

{{u1, vπ(1)}, {u2, vπ(2)}, . . . , {un, vπ(n)}}� �� ��������� �� n � n ������ B ��

�������

bij :=

�
1 �� {ui, vj} 2 E(G)

0 ����������

� ����� ����������� π ���������� � ������� �������� �� G �� ��� ���� ��

��� ������� b1,π(1)b2,π(2) � � �bn,π(n) ������ 1� ��� �� ��� ���

���(B) :=
X

π2Sn

b1,π(1)b2,π(2) � � �bn,π(n),

������ ��� ��������� �� B� ������ ��� ������� ��������� �� G� ��� �������

�� ���� �� ���� ������� ���(B) = 0�

��� ��������� �� ���(B) ��������� ��� ��������� �� ���(B) ��� ��� ���

��������� ��� ��� ���� �� π �� ����� �� ���� �������� ���� ����������������

��������� �� �������� ����� ��� ����������� ��� �� �������� �� ����������

����� ��� ����������� �� ��� ��������� �� ������� ����� �P����������

��� ����� ���� �������� �� ���������� �������� �� ��� ���� ���(B) = 0

���� �� ���(B) 6= 0� ����� ������� ����� ��� ������ ��� �� ��� ������������

�� ����� ���� �������������� �� ��������� ��� �������� ���������������

xij ��� ���� ���� {ui, vj} 2 E(G)� ��� �� ����� ������� ������ A�

aij :=

�
xij �� {ui, vj} 2 E(G)

0 ����������

�� A �� � �������� �� ��� xij� ��� ���(A) �� � ���������� �� ����� |E(G)|

���������� ����� ��� ����������� �� � ��� �� �������� �� n ��������� �����

��� ������ �� ���(A) �� n ������� ��� ���������� �� �������� 0��



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

v1 v2 v3

u1 u2 u3

A =

0
BB�

x11 0 x13
x21 0 x23
0 x32 0

1
CCA

������ ���� � ����� ��� ��� ������ A ���� ���(A) = −x11x23x32+x13x21x32�

��� ��� ��������� �� ��� ����������� ���������� �� ��� ��� ������� ������

���� �� ��� ������

Lemma 5.2. ��� ����� G ��� � ������� �������� �� ��� ���� �� ��� �����

������ ���(A) �� ��� ����������� �����

������ ���� �������� �� ���(A) ���� ������� ��������� ���������� �

������� �������� �� G� ����������� �� G ��� � ������� �������� M� ��

���������� � ��� xij �� ��� ���� {ui, vj} �� �� M ��� � ���������� ��� �� ���

� ������ ���� ����������� �1�

��� ����������� �� A ��� ���� �� ���� ��� ������� ������� G ��� �

������� ��������� �� ������ ����� �� ������� �� ��� � ������������ �����

�� ��� ���� ������������� ���� ������ ��� �� ��� ��� ��� ���������������

��������

����� ���(���(A)) � n� �� ���� � ��� S �� ���� ������ ���� n� ���

�� ����� 2n� ��� �������� ��� ������ ������ �� ��� xij� ������� ���� ����

��������������� ����� �� ���� ��� ����� ����������� �� �� ���� ���(���(A))

|S|
� ��

���� ������ �� ������� ��� ���� ������� ����� �� �� �������� ���(A) ��

� ���������� ���� �������� ���������� ��� �� ��� S = {1, 2, . . . , 2n}� ���

�� ������ ������� ��� ����������� �� � ��� � ����� ������������� �� ����

�� ������� �������� �� ����� ��������� ������� ���� ����� n ���� ��

��� ������������ ��� �� ��� ���������� ���������� ����� ������ �����

����������

�� �� ������ �� ���� ���� � ����� ����� ��� �������� ��� �� �� ������ �

����� ������ p� 2n � p < 4n� ��� �� ������ ���(A) �� � ���������� ����

���������� �� ��(p)� ��� ���� �� �������� ������ p� ����

• �� �� ����� ���� ���� ���(A) �� ������� �� ��� ���� �� G ��� � �������

��������� ��� ����� �� ����� ��� ����� ���� ��� �����

• �� ��� ������ ��� ������ ������ ��� ��� xij ����� �� ����� 2n ����

������ ��� �� ��� ����������� �� ��������� ���� ���(A) �� ������� ��



���� ������� ��������� �� ������� ������ ���

�� ����� 1
2
�

• ��� ����������� �� � ������ ���� ��(p) ��� �� �������� �����

O(n3) ���������� ���������� �� �������� ������������ �� ���� ���

��� O(M(n)) = O(n2.376) ���������� ����������� ����� M(n) �� ���

������ �� ���������� �������� �� �������� ��� n � n ��������� ���

���������� ���������� �� ��(p) ��� ���� �� �� ������� � ����� �� �������

�������� �� ��������

• �������� � ����� p ������� 2n ��� 4n ������ ������ �� � ������� ����

������ ������ ������ ���������� ��������� ����� �������� ������� ���

������� �� ��� �� ����� �� O(n3/2) ���� �� ������� ��� ������� ���

�� ���� �� ��� �������� ��������� ���� ������ ��� ���� �� ���� ���

���� ���� ������ �� ���� �������� �������� ��� �� ����� ���� ����

������

������������ �� ���� �� ��������� ���� ��� ���� ������� � ����� ���

������� ����� ��� � ������� ��������� ��� ������� ���� O(M(n))� ��� ���

������� ����������� �� ���� 1
2
� �� ������ ��� ������� ����������� ��� �� ����

������� ���� ��� ����� δ > 0 �� O(��� 1
δ
) ������������

Exercise 5.6. ������� ��������� ������

�������� �� ������� ������������� ��������� ��� �������� ������� �

��������� ����� ��� �� ��� ������ �� ������� ����������

����� �������� B �� � ������ ���� ��(2)�

5.4 Perfect Matchings in General Graphs

Permutations, Cycles, Signs. �� ������ ������������ ���� ����� ������� �����

������������ �� ����� �� ���� ���� ����� ���� �� ���� ���� ���� ������ Sn �� ���

��� �� ��� ��������� �������� {1..n} → {1..n}� ���� ��� �������� ���� �����������

����� � ����� ��������� �� �������������� (i, j)� ������ ��

i 7→ j, j 7→ i, ���� ��� k 62 {i, j}� k 7→ k .

�������� � ����������� ��� �� ������� �� ������� ���� �� ����������� �� ������

���������� ��� ������ �� ��� ������ �� �������������� �� � �������������� �� � ����

�������� π �� �� ��������� �� π ��� �� ������ ��� ���� �� π� ����(π) = +1 �� ���

������ �� �������������� �� ����� ��� ����(π) = −1� ����������



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

����� � ����������� π 2 Sn ��� ��� {(i,π(i))|i 2 {1..n}} ����������� � ��� ��

�������� ����� �� ��� ������ ��� {1..n}� �������� ����� ������ ��� ���� ��� ���������

1� ��� ��������� �� ���������� {1..n} ���� ������ ����� ��� �� ������ �� ������ 1�

������ ���� ��� ��� �������� ��� �� ��� n ������� �� ����� ��� ���� ��� ���� �� �

����������� ��

(−1)������ �� ���� ������ ,

���� ��� ���� �� �������� �� ��� ������ �� ���� ������ �� ����� �� ����� i1 7→ i2 7→
. . . 7→ ik 7→ i1 ��� �� ������� �� ����������� (i1, ik)Æ(i1, ik−1) � � �Æ(i1, i2)� ����������

�� k �� ����� ���� ����� �� ��� ������ �� ���������������

��� ��������� ���� ��� �������� ������� ��� �� �������� �� ����������

��� ����������� ���������� ������� ��� �� ���� �� ���� ���� ������� �������

��� � ����� G ���� � ������ ��� V = {v1, v2, . . . , vn} �� ��������� � ��������

xij ��� ����� 1 � i < j � n ���� {vi, vj} 2 E(G)� ��� �� ����� ��� �����

������ A �� G ��

aij :=






+xij �� i < j ��� {vi, vj} 2 E(G),

−xji �� i > j ��� {vi, vj} 2 E(G),

0 ����������

1
2

3
4

0
BBBB�

0 0 x13 0

0 0 x23 x24
−x13 −x23 0 x34
0 −x24 −x34 0

1
CCCCA

������ ���� � ����� ��� ��� ����� �������

Theorem 5.3 �������. ��� ���������� ���(A) �� ������� �� ��� ���� �� G

��� � ������� ���������

������ ��� ��������� �� ������� ���� �� �� ��� ��������� ���� ������ �����

�� G ��� � ������� �������� M� ���� �� ���������� xij = 1 �� {vi, vj} �� �� ���

�������� ��� xij = 0 ���������� ����� ����� ������ vi �� ��������� �� M

�� ������� ��� ����� ������� ��� ��������� ������ ��� ������� ��� �������

������ +1 �� −1� �� ����� ��� ��� �� ����� ������� ��� �� ��� �����������

�� �1�

��� �������� ����������� �� ������������ ������ ���� ��� ��� ���������

����� ������� �� �� �� ������ ���� ���� ������� ����� �� ��� ��������� �� ���



���� ������� ��������� �� ������� ������ ���

���(A) ��� ����������� ���� �� ������� ���������� �� � ������ ��������

��� �� �������� ��� �������� K3� ����� ����� ������ ��

A =

0
BB�

0 x12 x13
−x12 0 x23
−x13 −x23 0

1
CCA .

��������� ���(A) ��������� �� ��� ��������� �� ����������� ����� ���(A) =

+x12x23(−x13) + x13(−x12)(−x23)� ���� ������ 0 �� �� ������� ����� ��� ���

����� �������������� ������ ���� ��� �� ���� ���� ���� ��� ����� ���� ��

��� ���� ���� � ������� �������� ������ ������ ����

�� ���� ���� �� ���� �� ���� ����� ������ �� � ����������� π 2 Sn� ��

����� ��� ����� �� π �� ��� �������� ����� ���� ������ ��� {1, 2, . . . , n} ���

���� ���� ��� {(i,π(i)) : i = 1, 2, . . . , n}� ��� ��������

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

����� ������ ��� �������� � ��� ��������� �� ��� �� ���� ����� ��������

�� �������� ������� �������� ���� �� ������� � ������� ��� � ���� ��������

�������

��� �� ��� ���� ����� ���������� �� ��� ����������� �� ��� ����� ������

A� �� ���������

���(A) =
X

π2Sn

����(π) � a1,π(1)a2,π(2) � � �an,π(n).

��� �� ����� a(π) = a1,π(1)a2,π(2) � � �an,π(n)� ��� ��� �� ���� π ��������� ��

a(π) 6= 0� ��� �� ������ ��� � ����������� π 2 Sn�

Eπ :=


{vi, vπ(i)} : i = 1, 2, . . . , n

�
.

�� Eπ �� �� ���������� ������� �� ��� ����� �� π ���������� ������ ��� π ��

��������� �� ��� ���� �� Eπ � E(G)� �� ����������� �� ���� ���� ��� �����

�� �� ��������� π ��� �� ����� ������� �� ������ ���

�� ���� �� ���� ���� �� ���(A) 6= 0� ���� ����� �� �� ����� ��� ������

���� π ���� ��� ������ �� ���� ������� ���� �� �������� ����� �� ��� ������



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

���� ���� ������� ���� Eπ �������� � ������� ��������� ��� ���� G ��� �

������� �������� �� �����

��� OI ������ ��� ��� �� ��� ��������� ������������ ���� G� ���� ���� ��

����� ��� ��� ������ �� ����� � ������� r : OI → OI �� �������� �����

��� ��� ������ �� � ����������� π 2 OI� �� �������� ��� ��� ���������� ���

�������� ������� ��� �� ���� ��� ����������� r(π) �� ��������� ������ ��

���� ������ ��� �������� ��� ��� ����������� π �� ��� ����� �������� ���

������������� r(π) �� ����� �� 1 7→ 7� 2 7→ 6� 3 7→ 4� 4 7→ 8� 5 7→ 9� 6 7→ 2�

7 7→ 5� 8 7→ 3� 9 7→ 10� ��� 10 7→ 1� �������� r �� � ���������� ��� �� �� ���� ��

����� ���� a(r(π)) = −a(π) ����� ��� ����� �� ��� ����� ������ ���� ����

������ ���� � ������ ���� ���� ��� ��� ���� ���� ����(r(π)) = ����(π) ���

��� π 2 OI� ��
P

π2OI ����(π) �a(π) = 0� ��� ����� �� ���(A) 6= 0� ����� ���

�� �� �� ��������� ����������� ���� ��� ������ �� ���� ������ �� ��������

����� ������� ������� ��� ��� ����� ���� ��� �������� ��������� ��

������ � ���������� ��������� ��� ������� ������� � ����� ����� ��� �

������� ��������� ���� O(M(n)) ������� ���� ��� ����������� �� ������� ��

���� 1
2
�

Exercise 5.7. ����� �� ������������ ��� ��� ������

��� n 2 N� ��� ���� ����(π) �� � ����������� π �� {1..n} ��� �� �������

����� ��

����(π) =
Y

1�i<j�n

π(i)− π(j)

i − j
.

������ ���� ��� ��� ������������ π ��� σ �� {1..n} �� ����

����(π Æ σ) = ����(π) � ����(σ),

����� Æ �� ��� ������������� �� π ��� σ� ��� π Æ σ(x) = π(σ(x))�

����������� ������ ���� ��� � ����������� π ���� �� ��� ����� ���

����������� r(π) ��� ������� ��� �������� ����� ���������

��� ���� ���� ��� � ����������� π ����� �������� �� ���� ��� ���

����� ��� �� ���� ����� ��� ����� �� π ��� r(π) ��� ������

��� ���� ���� ��� � ����������� π ���� �� ��� ����� ��� ����� �� π

��� r(π) ������



���� ���������� ���� ����� �������� ���������� ���

Exercise 5.8. ��� ��������� ��� ��� �����������

��� A �� �� n � n ������ ���� 0/1��������� ��� 1 � i, j � n ��� ǫi,j ��

����������� ������ ���������� ǫi,j 2u.a.r. {−1,+1}� ��� B �� ��� ������

������ ���� bi,j = ǫi,j �ai,j� �� ����� ������ �� ��� B ���� A �� ��������

������ ����� �� ��� ������� �� A�

��� ���� ���� E[���B] = 0�

��� ���� ���� E
h
(���B)2

i
= ���(A)�

������� ��� ��� �� ������������

5.5 Comparison with Other Matching Algorithms

�� �� ���� ��������� ��� ���� ����� ������������� ��������� ��������

� ������� �������� �� �� ��������� ����� �� O(m
p
n ) ����� ����� n ��

��� ������ �� �������� ��� m �� ��� ������ �� ������

Running Time. ���� ��� ������������� ������� ����� ������ �����������

����� ��� ��������� ���������� ��������� ��� ���� ��� ��������� �� � ����

���� �������� �� ���� ������� O(n2.376)� ���� �� ��� �������������� �������

����� ������� ���� ��� ��� ��������� ����� ���� �������� ����������� ���

��������� ����� ���������� ���� �� �������� ��� �� �� ���� ���� �� ����� ��

��� ����� ����� ��� ������������� ��������� �� ������������� ������ ��� ���

��� ����� �������

Testing versus Finding. �� � ������� �������� ������� �� ������� ���� ���� ��

��� ���� ��� ������������� ��������� ���� ��� ����� ��� ��� ���������� ���

��������� � ������� �������� �������� ���������� ����� ����� �� � ������

��� �� ����� ��� ������� ��������� ��� ��������� � ������� �������� ����

������ �� ������� �� ��� ���� �� �������� ����� ��� �������� �� ���� ����� ���

������� ��������� ����� �� �� ������ ���� ������

� ���� ������ ��� ���� ����������� ��������� �� ��� ������� ����������

���������� �� ����� ��� ��� � ������� �������� �� � ������� ����� ��

O(M(n)) ���� �� ��� ������� ����� M(n) �� ��� ���� ������ ��� ������

������ ��� n�n �������� ����� ������������ ����� ������� ��������� ���

����� ������� ���� �� ����� ��� ������������� ������� ����� ����������



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

Maximum Matching. ��� ������������� ��������� ��� ���� ��� � �������

�������� ������ �� ��� ����������� ��������� ��� ���������� ��������� ���

���� �� �������� �� �� ����� ��� �������� �� ��� � �������� �� ���� k �� �

����� G� �� ��� ���� � ��� ����� G� �� ������ n − 2k ��� �������� ���

���������� ���� �� ��� ��� ��������� �� �� ���� �� ��� ���� G� ��� � �������

�������� �� ��� ���� �� G ��� � �������� ���� k ������ ��� ��� �������

�������� �� G� ������ � �������� ���� k ����� �� G� �� ��� � �������

��������� �� ��� �� ������ ������ ���� k�

��� ������������� O(M(n)) ������� �������� ��������� ��������� �����

���� ����� ��� ������� ����������

Parallel Algorithms. ��� ���������� �������� ��� ������������ ��� ��

��������� ������������� ������� �� ������ � �������� ��������� ��� ������� ���

��������� �� � ������� �������� ���� ���� �� ������������ ���� ����������

�� O((���n)�����) ����� ��������� ��������� ���� � �������� ��������� ���

���� �� ������ �� ��� ����� �� ��� �� ��� ��������� �� ���������� �� �� ���

����� ����� ���� �������� � ���� �������� ����������� �� ��� ������������

����� �� ���������� ��� ��������� �� ���� �������� �������� ��� ����� ���

������������� ������� �������� �����������

Colored Matching. �������� ��� ���������� �������� ��������� ����� ���

���� ����� ����� ������������� �������� ��� ����� �� ��������������� ���

����������� ���������� ��� ������ ��� �������� ������� ���� ���� ���� ��

� ����� ��������� ����� �� ������� ��� �� ����� ���� ����� ����� � �������

�������� ����� ������� k ��� ������ ��� ������ ��� ��� �� ������ ���

��������� ���� ������� ��� �� ���� ������� ���� �������� ������

Exercise 5.9. ��������� ��� �������� ������������

������� ���� �� ���� �� ��������� ��� ������� ��� ��������� �� � �������

�������� �� � ����� ������ ���� ������� ���� �� ���� T(n) ��� ���

n������� ������

��� ������� ��� �������� ����� �� ��� ��������� ��� �� ���� �� ��� �

������� �������� �� ��� ������� �������� ��� ������� ���� �� ���

��������� ����������

��� ��� ��� ��� ��������� �� ���� ��� ������ � ������� ��������

�� � ����� ������



���� �������� ������� ��������� �� ������ ������ ���

Exercise 5.10. ���� ������ ���

�������� � ��������� ����� �� ����� ���� ����� ��� ������� ��� ���

���� ����� ������ ��� ���������� ��������� ��������� �� ����� ��

������ ��� ��������� �������� ����� ���� � ������� ��������� �����

��� �� ������� k� �� ����� � ������� �������� ���� �������� ������� k

��� ������

����� ��� �������� ����

������� �� ��������������� ������������� ��������� ��� ���� ������� ����� ��

�� ������

5.6 Counting Perfect Matchings in Planar Graphs�

��������� �� �� ���� �������� �� ������� ��� ������� ��(G)� �� �������

��������� �� � ����� G �� ������� �� ��� ����������� �� ��� ������� ������

������� ���� ��� ������

��� G = (VG, EG)� VG = {1..n}� �� � ����� ���� n ���� ��� ��� �G =

(VG, E�G) �� �� ����������� �� G� ���� ����� ���� {i, j} �� G �� ����������� ��

������� ��� �� (i, j) �� (j, i) �� �G� ��� ���� �� ����������� �� ����� ���

��������� ������

As(�G) = (aij)
n
i,j=1 2 {0,+1,−1}n�n � �����

aij :=






+1 �� (i, j) 2 E�G�

−1 �� (j, i) 2 E�G� ���

0 ����������

���� �� ���� �� ������ � �������������� ������ �������� ���� aij = −aji

��� ��� (i, j)� �� ���������� aii = 0�� ���� ���� ��� ������ �� ������� ���� ���

��� ���������� ���������� ����� ������ A �� G ����� �� ���� ������� ��

+1 �� −1 ��� ��� ��������� xij� i < j� {i, j} 2 EG� �� ���� �� ���� �� ����

������� ��� ��� ����� ������ ���� �� ������ �����

A Lower Bound for the Number of Perfect Matchings.

Lemma 5.4.

���(As(�G)) � ��(G)2

��������� �� �� ����� ���������� �� �������� ���� �������� �������� ������� ���

������ �� �������� ����������� ���� ��� ��������������������



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

����� � ��� ������� ��������� M1 ��� M2 �� G� �������� ����� �����

U := M1 [M2� ���� �� �� ���� ��� U � EG ���������� �� ���� ������ ���

����������� ������ ��� M1 = M2� ���� U �� � ������� �������� ��������

����� ���� � U = M1 [ M2� ��� ��� ���� ����� (M 0,M 00) �� �������

��������� �� G ��� �� ����� U = M 0 [M 00� ���� �� ������� 2k� ����� k ��

��� ������ �� ������ �� U ���� �������� ��� ����������� ������� �������

��� ����� �� �� ���� ����� ��������� ���� ��� ������� ��������� �� ��� ������

��� ��� �� ��� ������ ��� M 0 ��� �� ��� ��� ��� ���� ���� ����� �� U� ��

�� U ������� ��� ��� �� ��� ������ �� ��� ������� ��������� �� G ��� kUk�
��� U 2 U � �� ��� ������ �� ���� ������ �� U� ����

��(G)2 =
X

U2U

2kUk .

���� ���� ��� � ����������� π 2 Sn ���� ��� �� ��� ������ ����� ��� ����������

������ ��� Eπ = {{i,π(i)} | i 2 {1..n}} �� �� ��� ���� ���� �� ���������� ����

���� ������ ��� ����������� ����� ���� ��� ������ �� ������ 2 �� π�� �� ������

������� ����

Eπ � EG ⇔ Eπ 2 U .

����� U 2 U � ��� ��� ���� ������������ π �� �� ���� Eπ = U� ������

��������� ���� �� ����� 2kUk ����� �� ���� ��� ���� ����� �� ������ �� ����� 4

������� ��� ������������� �� ������ ��� ����� � ��� ��� ����������� ����� ��

U ����� �� �� ������ ��� ��� ����� �� ������ ��� ���������� ���� ��� �� ��

��� ������ ��� ����������� ����� ��

��(G)2 =
X

U2U

2kUk = |��| .

����� �� := {π 2 Sn | Eπ � EG, ��� ������ �� π ����}� ��� ��� �� ���������

������������ ���� ��� ������ ����� ��� �� ������� ��� ������������ ��

���� ������ ������ ���� a(π) := a1π(1)a2π(2) � � �anπ(n) 6= 0 ����� +1 �� −1� ��

Eπ � G ��� ���� ��� ����� �� ���� ������������ ���� ��� ������ ������

���� ����� ��� ����� ��� ���� �� ��� ����� ������ ���� ���������� �� �� ��

���� ����� �� ������� �� �� ���� �� ���� ������ ��� ��� ����������� ���������

���(As(�G)) =
X

π2Sn

����(π)a1π(1)a2π(2) � � �anπ(n)

=
X

π2��

����(π)a(π)
|{z}
=�1

� |��| = ��(G)2



���� �������� ������� ��������� �� ������ ������ ���

������� �� ��� � ���� ����(π)a(π)� π 2 ��� �� +1 �� −1 ������� ��

��� �� ������ ��� ����� �G� �������� �� ���� �� ������ �� ����������� ��

���� � ��� ���� ���� �� ������� +1� ���� �� ��� ������� ��� ������ ��

������� ��������� �� G �� ��(G) =
q

���(As(�G))� �� ���� ��� ���� ���� ��

������ �������� ��� ������ �������

�� ���� ���� ������ ���� ����(π) = (−1)������ �� ���� ������ �� π� ��� �

����� c : i1 7→ i2 7→ � � � ik 7→ i1 �� � ����������� π �����

a[c] := ai1i2ai2i3 � � �aik−1ikaiki1 .

����� ��� π 2 ���

����(π)a(π) =
Y

c ����� �� π

(−a[c])

����� �� π 2 �� ��� ������ ��� ����� �� ��� ����� �� �(−a[c])� ����� ������

���� �� ����(π)�� ������������� ���� ����� ���� ���� ��� � ����� c : i 7→ j 7→ i

�� ������ 2� a[c] = aijaji = −1 ���������������� ��� ��������� ��� ����

(−a[c]) �� +1�

�� �� ����� ��� ���� �� ����� ������ ��� ����������� �� ���� � ��� ����

��� ��� ����� c �� � ����������� �� ��� �� ���� a[c] = −1� ���� ���� ��

��� ����� ���� �� ��� ����� ��� ����� c �� ��� ����� �G ��� ��� ������ ��

����� �� ���� ������� �� ���� �� �G �� ���� ��� ���� �� ���� �� ����������

���� ����� �� �� ����� �� ��� �� ��������

Nice Cycles in G and Oddly Oriented Cycles in �G. �� ���� �� ����� ����

����������� ��� ��� ���� ����� ����� ���� �� ���� ���� ������� ����

������� ������ ������ ����������

��� C �� �� ���������� ����� �� G �� ���� ������� �� ���� C �����

�������� �� �G �� ����� ������� C �� ���� ���������� �� ��������� �� ���

������ �� ����� �� �G �������� �� ��� ��������� ��������� � ���� ����������

���� �� ��� ������ �� ����� �������� �� ��� �������� ��������� ������� �����

C �� ����� ��� ��������� ���� ��� ������ �� ��� ��������� �� ����� �� �����

�� �������� C��

���� ��������� ����� ���� �� ����� ���� ������� −1� ����� �� ���� �� ����� ��������

��� ����������� �� � �������������� ������ �� ����� ��������� �� ������� −1� ���� ��� ��

���������



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

��� C � ����� �� G ���� ������ ��� VC� �� ���� C ����� �� G [VG \ VC] ����

�������� �� G ������� �� VG \VC� ��� � ������� ��������� ������� ���� ��

G ��� ��� ������� ��������� ���� n ��� �� �� ���� ����� �� �������� ���

����� ���� ����� ��� �� �� ����� ���� ����� ���� �� � ����������� π 2 ��

��� � ����� c �� ������ �� ����� 4� ���� ��� ���������� ����������� C �� �

���� ����� �� G� ��� a[c] = −1 �� C �� ����� �������� �� �G�

�� ������ ��� ������ ��������� ��� �� ������ ������� � �������� ����

������ ��� ���� �� ���� ��� �� �������� ���� ���������� ��� �� ����� �����

���� ������������ �� ���� �������

Lemma 5.5. �� ����� ���� ����� �� G �� ����� �������� �� �G� ����

���(As(�G)) = ��(G)2 .

������������ �G ���� ���(As(�G)) = ��(G)2 ��� ������ ��������� �����

��� �������� �� ������ ����� �� ��� ����� � ������ ������������ �� �� ����

�������� �� � ������� ����� �� �������

Pfaffian Orientations of Planar Graphs (Kasteleyn, 1967).� ������ ������ ���

������ ���� ��� �� ����� �� ��� ����� �� ���� �� ���� �� ����� �������� �

�������� ������������� ��������� �� ������ � ����� ������ �� v �� ��� ������

�� �������� �� � ��������� ����� ������ e ��� ������ �� ������ ��� f ���

������ �� ������ ���� ������� �������� ���� ���� v− e+ f = 2 ������ ������

�� ����� ��� ��������� ������

� ������� ������ ����� ����� �� ������� ���� ��� �� ����� ������� ����

������ ���������� �� ������ � �������������� �� ��� ������������� ���������

�� � �������������� ��� ����� ���������� ��� ��������� ���� ��� ���������� ��

����� �� ���� �� ��� ������ �� �������� �� �� ����� 3�

Lemma 5.6. ��� �T �� � ����� �������� ������������� ���� �� ����� 3 ����

����� ����� ����� ����� ���� �� ��������� ��� �� ��� ������ �� �����

�������� ����������

• ��� C �� �� ���������� ����� �� T ���� k �� ��� ����� ��������

��������� �� �T ��� ���� v �������� �� T ������ C ����� �� ��� ������

���������� �� C� ��� ��������� C�� ���� k � v+ 1 (��� 2)�

����� ���� ����� ��� �� ��� ���� ����� � ���� � � � ������� �� ���� ������� ������� �

������ ������� �����
������� ��������� ����� ���������� ������������� ���� �� ���������� ���� ���������

������� �����������
����� ���������� ���������� ����������� ��������� ���� �� ������� ������������



���� �������� ������� ��������� �� ������ ������ ���

•
�T �� � ������ ������������

����� � ��� C �� � ����� �� T ���� f ����� ������ C� ��� ki� i 2 {1..f}�

�� ��� ������ �� ����� �� ��� i�� ���� ���� ��������� ����������� ��� ����

�� �������� ��������� ��� ��� �������� ���� ��� ����������������� ��� ���

������� ���� �� ����� ki �� �� ��� ������� �����

f �
fX

i=1

ki (��� 2) . �����

��� e �� ��� ������ �� ����� ������ C� ���� �� ������� �������

(v+ |C|) − (e+ |C|) + (f+ 1) = 2

⇒ v− e+ f = 1 �����

���� ���������

fX

i=1

ki = k+ e �����

����� ����� ���� ������ C �� �������� �� ��������� ��������� �� ������� ���

����� ��� ����������� ��� ����� �� �����

k =|{z}
�����

(

fX

i=1

ki)− e �|{z}
�����

f− e =|{z}
�����

1− v � v + 1 (��� 2)

��� ��� ���� ���� �T �� ������� ������� ���� � ���� ����� ���� ���� ��

���� ������ �� �������� ������ �� ������� �������� ������ �� ������ ���

������� ���������� ����� ���� ����� ��� �� ��� ������ �� ����� ��������

��������� �� �T � ���� �� �� ����� ���������

Theorem 5.7 �����������. ����� ������ ����� ��� � ������ �����������

����� ��� �� �������� �� ������ �����

������ ������� ���� �� � ����� G ��� � ������ ����������� �G� ���� ���

��������� �� �G ����� ���� ����� �������� ��� ������ ������������� ����

������ ����� �������� ����� ���� ����� ������� ���� ������� �� As(�G) �� 0�

�� ���� ��� �� ������ �������� �������� ����� �� ��� ���
P

π2�� ����(π)a(π)�



��� ������� �� ���������� ��������� ����������

������ ���� ��� ����� B ��� B� ��� � ��������������

�� �� ������ �� ���� ��� ����� ��� ��������������� ��� �� �� � ���������

���� ��������� �� � ������������� T � T ��� � �������� ���� B� �� ��� ��

����� ��� �������� ��� ���� ����� B� �� T ����� �� ��� ���� ����� ��� ��

B� ���� ��� ����� ���� ���������� � ������ ���������� ��� ������� ������ ���

��� ���� �������� ��� ��������� �� �� ���� �� ����� ����� ����� � ������

���� ����� �� ��� �� B� ����� B ��� �� ������� B� �� ���������� ��� ����� B

�� ���������� B� ������ ���� � ������ �� B� �� � �������� ����� �� ��� ����

����� �� T �

������� ��� ������ ����������� �T � ����� �� ��������� ��� ����� �� B

������������ ��� �������� � ���� �� B�� ���� ���������� � ���� t� � ���������

����� ��� ����� ��� ������� �������� ��� ��� �� ����� �������� ������ ��

����������� ��� ���� ������� ���� �� ���� ������ �� ���� ��� t� ���� �� ���� t ���

�� ��� ������ �� ��������� �������� ������ ������ ��� ������ ������������

t ���� B�� ��� �������� ��� ����� ��� ����� �������� ��� ������� ����� ����

�� �� ����� ���� � ���� ����� B� ���� ���������� �� ���� ��� ��� ����� ����

������ �� ��� ������ �� ��������� ������ ������ ��� ��� ������� ����� �����

�� ��� ��������� ����� �� �������

��� ���������� ��������� ��� � ������ ����� � ��������� �� � ����������

����� ��������� � �������� ���� ��� ��� ���� ����� ��� ���� ��� ����������

������� � ��� �� ���� �� ������ ���� ���� ����� ������ ��� ��� �������������

���� ����� �������� ��������� � ��������� ����� ����� �� ��� ���� ������� ��

��� ��� 2n − 4 �������� �� T � ��� ���� B� ��� n ��������� �� ��� ���
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�� ���� �� ������ ������

Corollary 5.8. ��� ������ �� ������� ��������� �� � ������ ����� ��� ��

���������� �� ���������� �����

Wrap-up, Upper Bound for the Number of Perfect Matchings in Planar Graphs.

�������� ����� �� ��� ��� � ����������� ��� �� �� ����� �� ��� ��������

Lemma 5.9 ����������. �� a1, a2, . . . an ��� ��� ������� �� � ������ A =

(aij)
n
i,j=1 2 Rn�n� ����

|���(A)| �
nY

i=1

kaik �
vuut 1

n

X

ij

a2
ij

n

.

�kbk =
q
b2
1 + b2

2 + � � �+ b2
k ��� b = (b1, b2, . . . , bk)��

��� ���� ���������� �� ����� ��� �� ������� ������ ��� �������� ���

�������� ��� ��� ������ ���������� ������� ���� �� �� ����� ���� ��� ���������

���� �� ����� ������� �� ��� ���������� ����� �� ����� ����� ��� ���

������ �� ������� ��������� ������� ������� ��� ������ �������

Theorem 5.10. ��� ������ �� ������� ��������� �� � ������ ����� ����

n �������� �� �� ���� 4
p
6
n
�

����� � ��� ������ �� ������� ��������� ������ �� ���� �� �� ���

����� �� � ������ ��������� �� ������ �� �������� �������������� ��� ���

����� ������ ���� � ������������� T ��� 3n − 6 ����� ��������� n � 3)�

��������� ��� ������ A := As(�T) ��������
P

ij a
2
ij = 6n − 12 � 6n� �� �T ��

������ ����

��(T) =
q

���(A) �
qp

6
n

.

Exercise 5.11. ������ ����� �� �������������

��� �G �� �� ����������� �� � ����� G ��� v � ������ �� G� � ���� ��

v �� �G ������� ��� ����������� �� ��� ��� ����� �������� �� v� �� ������

� ��� ����������� �G 0 �� G� ���� ���� �� ���� ����� �� ����� ��������

�� �G �� �� �� ����� �������� �� �G 0�
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Exercise 5.12. ����������� �������������

��� G �� � ��������� ����� ���� � ������ ����������� ��� ��� �B ��

� �������� ���� �� G ���� ��� ����� ��������� ���� ���� ����� �� �

������ ����������� �G ����� ��� ����� �� B ��� �������� �� ����������

�� �B�

Exercise 5.13. �� ���� ������������

��� ���� ���� � ����� ���������� � �������� ��������� K2,3 ������ ��

�������� �� ���� � ��� ���� ����� ���� ����� �� ����� ��������� �����

���� ���� �������� ������ ��������

��� ���� ���� K3,3 ������ �� �������� �� ���� � ��� ���� ��� ���� ������

��� ����� ���������

Exercise 5.14. �������������� �������

���� ���� �G �� ������ �� ����� ���� ����� �� ����� ��������� �����

��� ������ ��� ����� ��������� �� ����� �����

Exercise 5.15. �����������������

��� ������������ �� � ����� ��� ������ ���������������� �� ��� ��� ��

�������� ���� ��� ����� �� ������ ����� ���� �������� ������ ��� ���

��� ������������ �� � ����� �������������� ����� ����� ����� ���� ���

�� ��� ������ �� ��������� ������ ����������������

Exercise 5.16. ����������� ������ �� ������ �������

���� ���� � ������ ����� ���� n �������� ��� ���� �� ���� 4
p
30

n
������

������ ������� �������� ����� ���� � ����� ��
p
6

n
� ���� ������ ��

������

Exercise 5.17. ����������� ���������

���� ���� ��� ����������� �� � ���� ��������� ������ A 2 Rn�n �� 0

�� n �� ����


