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Algorithmen und Wahrscheinlichkeit

Formelsammlung
Notation
logn  Logarithmus zur Basis 2.
Inn natiirlicher Logarithmus.
K, vollstdndiger Graph mit n Knoten.
P, Pfad-Graph mit n Knoten und n — 1 Kanten, entspricht einem Pfad der Ldinge n — 1.
Cn Kreis-Graph mit n Knoten und n Kanten.
Qq d-dimensionaler Hyperwiirfel mit 2¢ Knoten.
N(v)  Nachbarschaft von v.
Ag Adjazenzmatrix von G.
AW B disjunkte Vereinigung von A und B; G = (AW B, E) ist ein bipartiter Graph mit partiten
Mengen A und B.
deg(v) Grad von v / Anzahl Nachbarn von v.
d(G)  Minimalgrad von G.
A(G) Maximalgrad von G.
Xx(G)  chromatische Zahl von G.
E(S,T) Menge der Kanten mit einem Endknoten in S und dem anderen in T', wobei S, T C V.
GJe durch Kontraktion von e aus G entstehender Graph.
E[X] Erwartungswert von X.
Var[X] Varianz von X.
o[X]  Standardabweichung von X.
Ix Dichtefunktion von X (gegebenenfalls Randdichte).
Fx Verteilungsfunktion von X.
fx,y  gemeinsame Dichte von X und Y.
Fxy  gemeinsame Verteilung von X und Y.
VU1 Liniensegment zwischen vy und v1.
C(P) kleinster umschliessender Kreis von P.

conv(S) konvexe Hiille von S.



Wichtige Verteilungen

Name Bezeichnung | Wertebereich Dichte Erwartungswert | Varianz
) ) . P firi=1,
Bernoulli | Bernoulli(p) {0,1} fx(@) = . D p(1—p)
1—p firi=0.
Binomial Bin(n, p) {0,1,....n} |fx(@) = (})p'(1—p)"~* np np(l —p)
Geometrisch|  Geo(p) N fx (i) =p(1—p)~! % 1;2;;
Poisson Po(X) Ny fx(i) = 67;!)\1. A A
Erwartungswert

e Definition: E[X] := erwx x - Pr[X = z]

e Linearitét: Fiir ay,...,a,,b € Rgilt Ela1 X1+...4a, X, +b] = a1 E[X1]+. . .+ a,E[X,,] +.

e Summenformel: Ist Wx C Ny, dann gilt E[X] = >"7°, Pr[X >i].

e Multiplikativitit: Fiir unabhingige X1,..., X, gilt E[X; ... - X, = E[X4]-...

Varianz
e Definition: Var[X] := E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]%
e Translation: Fiir a,b € R gilt Var[a - X + b] = a? - Var[X].
e Standardabweichung: o[X] := \/Var[X].

CE[X,].

e Additivitdt: Fiir unabhéingige X1, ..., X, gilt Var[X; +...+ X,,] = Var[X;]+.. .+ Var[X,,].

Hohere Momente
e k-tes Moment: E[X*].
e k-tes zentrale Moment: E[(X — E[X])¥].

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

e Definition: Ist Pr[B] > 0, so ist Pr[A|B] := Pgﬁgfa}~

e Multiplikationssatz: Ist Pr[A; N...NA4,] > 0, so ist

PI‘[Al n---N An] == PI‘[Al] . PI"[A2|A1] . PI‘[A3|A1 n AQ} teel PI‘[An|A1 n---N An—1]~

e Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Ist Q=AW WA, mit Pr{4;],...,Pr[4,] >0, so gilt Pr[B] =" | Pr[B|A;]-P

e Satz von Bayes:
Ist BC Ay W---W A, mit Pr[4,],...,Pr[A,],Pr[B] > 0, so gilt

_ Pr[4inB] __ Pr[B|A]-Pr[A)]
P T RiE T S PBIA Pr(A]




Unabhéingigkeit

e Definition: X, ..., X, heissen genau dann unabhingig, wenn fiir alle (z1,...,z,) € Wx, X
X Wy, gilt: Pr(Xy = 2q,..., X, =2, =Pr[Xy) =] - ... - Pr[X, = a,].

e Multiplikationsformel: Sind X, ..., X,, unabhéngig und S; C Wx,, dann gilt:
PI‘[X1 €s,...,. X, € Sn} = PI‘[Xl S Sl] o PI"[Xn S Sn]

e Transformationen: Seien f; : R — R. Wenn X3, ..., X,, unabhéngig sind, dann gilt dies
auch fir f(X1),..., f(Xn).

e Summe: Sind X, Y unabhéngig und Z := X + Y, so gilt fz(2) = >, cw, fx(2): fy(z—2).

Abschitzungen
e Boolesche Ungleichung, Union Bound: Pr(J_, 4;] < > " | Pr[A4,].
e Markov: Ist Wy C R>¢ und ¢ € R>g, so ist Pr[X > ] < % bzw. Pr[X >t -E[X]] < %
e Chebyshev: Fiir t € R ist Pr[|X ~E[X]| > #] < Y baw. Pr[| X ~E[X]| > t-0[X]] < .

e Chernoff: Seien X1, ..., X,, unabhingig und Bernoulli-verteilt, X := """ | X; und § € [0, 1].

Dann ist
Pr[X > (1 + 0)E[X]] < e 3% EIX],
Pr[X < (1 - §E[X]] < e 30 EIX],
Pr[X >t <27! fiir t > 2eE[X].

Andere Siatze zur Wahrscheinlichkeit
e Siebformel: Pr(lJ7, Ai] = >/L (=)' 30, o) oo, Pr[As, n- o0 Ay

e Waldsche Identitit: Sind N und X unabhéngig, W C N, und sind X7, Xo, ... unabhéngi-
ge Kopien von X, dann gilt E[YY | X,] = E[N] - E[X].

Fehlerreduktionen:

e Wiederholung MC: Eine N-fache Wiederholung mit N = 4¢=2In§~! steigert die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit eines Monte-Carlo-Algorithmus von % +eauf >1-9.

e Wiederholung MC mit einseitigem Fehler: Eine N-fache Wiederholung mit N =
e~ 1Ind~! steigert die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Monte-Carlo-Algorithmus mit einsei-
tigem Fehler von € auf > 1 — 4.

e Target Shooting: Bestimmt der Target-Shooting-Algorithmus eine Menge S C U mit
N > S%E’QIH (2/6) Versuchen, so ist die Ausgabe mit Wahrscheinlichkeit > 1

Intervall [(1 — E)%, (1+ 5)%]
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